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УДК 621.762.4 

Расчет коэффициента жесткости напряженного состояния при осадке заготовки в 
бандаже 

Шакиров А.В., Серегин А.М., Бабин Д.М. 

В настоящей работе представлены результаты моделирования процесса осадки образцов заключённых в 
пластически деформируемый бандаж с кольцевыми проточками. Для этого разработана и численно 
реализована имитационная модель процесса осадки. Расчеты выполнены для различных температур (20, 
300 и 450°С), степени деформации (20% и 40%) системы и толщины стенки бандажа (S = 3 мм, 4 мм, 6 мм, 
8 мм). На основе полученных расчетных данных, построены графические зависимости, отражающие 
влияние технологических параметров процесса (температура и степень деформации) и геометрических 
параметров бандажа (толщина стенки) на изменение коэффициента жесткости напряженного состояния. 
Показано, что увеличение толщины стенки бандажа и температуры системы ведет к росту коэффициента 
жесткости напряженного состояния. 

Ключевые слова: математическое моделирование, коэффициент жесткости напряженного состояния, 
осадка в бандаже. 

 

Calculation of stiffness stress state at draft of workpiece in the shroud 

Shakirov A.V., Seregin A.M., Babin D.M. 

This paper presents the results of the modeling process, rainfall patterns enclosed in the plastically deformable 
band with annular groove. To this end, we developed and implemented numerical simulation model of rainfall. 
The calculations were performed for various temperatures (20, 300 and 450 ° C), the degree of deformation (20% 
and 40%) of the shroud and the wall thickness (S = 3 mm, 4 mm, 6 mm, 8 mm). On the basis of the calculated data 
are constructed a graph reflecting the influence of the process parameters (temperature and the degree of defor-
mation) and geometric parameters of the shroud (wall thickness) to change stiffness stress. It is shown that with 
the increase in wall thickness of the shroud and temperature of the system leads to increased stiffness stress. 

Keywords: mathematical modeling, stiffness coefficient of stress state, the sediment in the shroud. 

 

Введение 
Одним из широко распространенных мето-

дов получения некомпактных материалов, в 
том числе и композиционных, является метод 
механической активации. 

В процессе механической активации ча-
стицы исходной шихты испытывают высоко-
энергетическое механическое воздействие, 
что с одной стороны, как и в процессах интен-
сивной пластической деформации [1], ведет к 
повышению свойств матричного материала за 
счет уменьшения размера кристаллитов. С 
другой стороны, происходит внедрение ча-
стиц упрочняющей фазы в матрицу [2]. Изуче-
ние процессов консолидации некомпактных 

материалов, в том числе и композиционных, за 
счет обработки давлением представляет прак-
тический и научный интерес [3].  

Одним из важных параметров, характери-
зующих протекание процессов залечиваемо-
сти дефектов (пор) при консолидации является 
коэффициент жесткости напряженного состо-
яния. На основе данной величины возможно 
построение диаграмм залечиваемости дефек-
тов [4]. 

Целью данной работы является разработка 
математической модели и исследование изме-
нения коэффициента жесткости напряженного 
состояния при осадке цилиндрической заго-
товки в бандаже. 
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Методика исследования 
Объектом исследования является процесс 

осадки цилиндрической заготовки в пластиче-
ски деформируемом бандаже с кольцевыми 
проточками. На рис. 1 представлена схема, да-
ющая представление о процессе. 

 
Рис. 1. Схема осадки заготовки цилиндрической 

формы в комбинированной оболочке (бандаже): 1 
– плоские бойки, 2 – бандаж с кольцевыми про-
точками, 3 – заготовка цилиндрической формы. 

Буквенные обозначения: H0 – начальная высота за-
готовки; D – диаметр бандажа; d – диаметр цилин-
дрической заготовки; V – скорость осадки; S – ши-
рина бандажной стенки; δ – толщина перемычки 

между соседними кольцами бандажа; Z, R, φ – по-
лярные координаты. 

 
Образец, помещённый в бандажные 

кольца, при осевой нагрузке осаживается по 
высоте, увеличивается в диаметре и создаёт 
внутреннее давление, под действием которого 
бандажные кольца испытывают радиальное 
растяжение, создавая боковое давление на ис-
пытываемый образец. Изучение процесса 
осадки и установление влияния толщины 
стенки бандажа, температуры процесса осадки 
и степени деформации на коэффициент жест-
кости напряженного состояния проводили на 

основе численного эксперимента. При расче-
тах, заготовке соответствовали свойства 
АМг2, а бандажу – Д16. Постоянными пара-
метрами численного эксперимента являлись: 
скорость осадки V = 50 мм/c, толщина пере-
мычки между соседними кольцами бандажа δ 
= 0,5, начальные высота заготовки H0 = 50 мм 
и ее диаметр d = 18 мм. К варьируемым пара-
метрам относили температуру системы в про-
цессе осадки 𝜃𝜃, степень деформации заготовки 
ε и толщину стенки бандажа S.  

Температуру системы при расчетах прини-
мали 20, 300 и 450°С. Степень деформации ε 
определяли величиной осадки образца 𝜀𝜀 =
ln(𝐻𝐻0/𝐻𝐻). Расчеты выполняли до достижения 
ε величины 20 и 40%. Толщину стенки бан-
дажа 𝑆𝑆 = (𝐷𝐷 − 𝑑𝑑) 2⁄  в расчетах изменяли в 
диапазоне 3…8 мм. Таким образом, вычисли-
тельный эксперимент включал 24 расчета. 

После расчетов изучали изменение показа-
телей напряженно-деформированного состоя-
ния, на основе которых вычисляли значения 
коэффициент жёсткости напряжённого состо-
яния 𝜂𝜂 для каждого варианта расчета. Коэффи-
циент жесткости напряженного состояния рас-
считывали как 𝜂𝜂 = 3𝜎𝜎 𝜎𝜎и⁄ , где σ – среднее 
напряжение (гидростатическое давление); σи – 
интенсивность напряжений. 

 
Математическая постановка задачи 

моделирования 
Постановка задачи расчета локальных па-

раметров пластического течения материала 
может быть описана следующим образом. 

Расчетная область D образована D1∪D2. 
Пусть в расчетной области D, ограничен-

ной поверхностями S напряжения, скорости, 
скорости деформаций и температура удовле-
творяют следующим уравнениям: 

уравнению движения без учета массовых 
сил 

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 0                             (1) 
кинематическому соотношению 

𝜀𝜀𝑖̇𝑖𝑖𝑖 = (𝑣𝑣𝑖𝑖,𝑗𝑗 + 𝑣𝑣𝑗𝑗,𝑖𝑖)/2             (2) 
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уравнению теплопроводности 
𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃̇𝜃 = 𝜆𝜆П𝜃𝜃,𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑞𝑞                 (3) 

реологическому соотношению  
𝜎𝜎𝑆𝑆 = 𝜎𝜎𝑆𝑆(𝜀𝜀, 𝜀𝜀̇,𝜃𝜃)                  (4) 

условию пластичности Сен-Венана-Ми-
зеса: 

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 = 2
3
𝜎𝜎�
𝜀𝜀�̇
𝜀𝜀𝑖̇𝑖𝑖𝑖                    (5) 

Здесь и далее 𝜎𝜎𝑖𝑖 – компоненты вектора ско-
рости; 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖, и 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑖𝑖 – компоненты тензора и девиа-
тора напряжений; 𝜎𝜎 и 𝜎𝜎𝑆𝑆 – среднее напряжение 
(гидростатическое давление) и напряжение те-
кучести; 𝜀𝜀𝑖̇𝑖𝑖𝑖 – компоненты тензора скоростей 
деформации; 𝜃𝜃 – температура материала; 𝜌𝜌 – 
плотность материала; 𝑐𝑐 – удельная теплоем-
кость материала; 𝜆𝜆 – коэффициент теплопро-
водности материала; 𝑞𝑞 – внутренний источник 
тепла; 𝜎𝜎�𝑢𝑢 и 𝜀𝜀̅𝑢̇𝑢 – интенсивность приведенных 
напряжений и скоростей деформаций; 𝜏𝜏 – 
напряжение трения; 𝑚𝑚 – фактор трения; 𝜃𝜃𝑆𝑆 – 
температура поверхности заготовки; 
𝜃𝜃инстр – температура поверхности инстру-
мента; 𝜒𝜒 – коэффициент относительного теп-
лообмена, учитывающий наличие промежу-
точного слоя; 𝜂𝜂 – коэффициент, определяю-
щий, какая часть энергии деформирования пе-
реходит в тепловую энергию. 

 
Рис. 2. Расчетная схема. 

 

Зафиксируем время в начальный момент и 
рассмотрим граничные условия для расчетной 
области D полагая, что 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝜎𝜎 ∪ 𝑆𝑆𝑣𝑣 ∪ 𝑆𝑆𝜏𝜏 ∪ 𝑆𝑆𝛽𝛽. 

Запишем механические граничные усло-
вия. На свободной поверхности 𝑆𝑆𝜎𝜎 = 𝐴𝐴4𝐴𝐴3 за-
даны напряжения: 

∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝜎𝜎:𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑛𝑛𝑗𝑗 = 0         (6) 
На верхней торцевой поверхности 

456 АААS =υ  заданы скорости, условие 

непроницаемости и закон трения: 
∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝑣𝑣:𝑣𝑣𝑖𝑖 = 0       (7) 
∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝑣𝑣:𝑣𝑣𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 = 0            (8) 
∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝑣𝑣: 𝜏𝜏 = 𝑚𝑚 · 𝜎𝜎𝑠𝑠          (9) 

На нижней торцевой поверхности 𝑆𝑆𝜏𝜏 =
𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝐴𝐴3 заданы условие непроницаемости и 
закон трения: 

∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝜏𝜏:𝑣𝑣𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 = 0        (10) 
∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝜏𝜏: 𝜏𝜏 = 𝑚𝑚 · 𝜎𝜎𝑠𝑠      (11) 

На границе раздела областей D1 и D2, 𝑆𝑆𝛽𝛽 =
𝐴𝐴2𝐴𝐴5 задано условие непроницаемости: 

∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝛽𝛽:𝑣𝑣𝑖𝑖𝑛𝑛𝑖𝑖 = 0       (12) 
Тепловые граничные условия для поверх-

ностей, составляющих поверхность S имеют, 
вид: 

∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝑣𝑣:𝑞𝑞 = 𝜒𝜒(𝜃𝜃𝑆𝑆 − 𝜃𝜃инстр)   (13) 
∀(𝑅𝑅,𝑍𝑍,𝜑𝜑) ∊ 𝑆𝑆𝜏𝜏:𝑞𝑞𝑓𝑓 = 𝜏𝜏 · |𝑣𝑣𝑆𝑆|       (12) 

Внутренний тепловой поток, в выражении 
(3), представляющий собой выделяющееся в 
процессе формоизменения тепло, равен: 

𝑞𝑞 = η · σ�и · ε�̇и                 (14) 
Реологическое соотношение (4) для мате-

риала заготовки задавали таблично. Для опи-
сания реологических свойств Д16 использо-
вали модель Джонсона-Кука [5]: 

𝜎𝜎𝑠𝑠 = (𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝜀𝜀𝑛̅𝑛)�1 + 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶(𝜀𝜀̅̇∗)�(1 − 𝜃𝜃∗𝑝𝑝),  (15) 

где 𝜃𝜃* - гомологическая температура; 𝐴𝐴 - 
статический предел текучести; 𝐵𝐵 – модуль де-
формационного упрочнения; 𝑛𝑛 – показатель 
степени в законе деформационного упрочне-
ния; 𝐶𝐶 - коэффициент скорости деформаций; 𝑝𝑝 
– показатель степени в законе температурного 
разупрочнения. Следует отметить, что Джон-
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сон и Кук представляют гомологическую тем-
пературу как: 

𝜃𝜃∗ = 𝜃𝜃−𝜃𝜃𝑟𝑟
𝜃𝜃𝑚𝑚−𝜃𝜃𝑟𝑟

,                      (16) 

где 𝜃𝜃 – температура образца; 𝜃𝜃𝑟𝑟 – комнат-
ная температура; 𝜃𝜃𝑚𝑚 – температура плавления 
материала. 

Материальные константы модели (15) 
представлены в таблице 1. 

При решении задачи (1)-(5) с механиче-
скими (6)-(12) и тепловыми (13)-(14) гранич-
ными условиями использовали алгоритм ме-
тода конечных элементов, реализованный в 
программном комплексе Deform [6]. 

 

Результаты и их обсуждение 
Численная реализация разработанной мо-

дели позволила получить количественные 
оценки изменения показателей напряженно-
деформированного состояния расчетной обла-
сти. Анализ расчетных картин напряжений по-
казывает, что поля напряжений достаточно од-
нородны. В таблице 2 представлены резуль-
таты теоретического исследования процесса 
осадки заготовки в пластически деформируе-
мом бандаже. В числителе представлены зна-
чения коэффициента жёсткости напряженного 
состояния для степени деформации 20%, в зна-
менателе для 40%. 

 

Таблица 1  
Материальные константы модели Джонсона-Кука для сплава Д16. 

𝑇𝑇𝑟𝑟, ˚C 𝑇𝑇𝑚𝑚, ˚C 𝐴𝐴, МПа 𝐵𝐵, МПа 𝐶𝐶 𝑛𝑛 𝑝𝑝 
20 650 -547,281 690,773 0,0352688 0,0374071 0,600648 

 

Таблица 2  
Значения коэффициента жёсткости напряжённого состояния. 

θ, °C 
d/D 20 300 450 

0,75 1,13/1,15 1,20/1,22 1,74/1,79 

0,69 1,16/1,20 1,16/1,25 1,99/2,05 

0,60 1,24/1,29 1,38/1,44 2,42/2,40 

0,53 1,29/1,35 1,45/1,51 2,73/2,51 
 

 
Рис. 3. Влияние технологических и геометрических параметров процесса осадки в бандаже на 

коэффициент жесткости напряженного состояния 
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Аппроксимацию, полученных расчетных 
данных и построением графических зависимо-
стей осуществляли с помощью математиче-
ского комплекса Mathcad. На рис. 3 представ-
лены графические зависимости отражающие 
влияние d/D на коэффициент жесткости 
напряженного состояния при разных степенях 
деформации. 

Анализ графических зависимостей показы-
вает, что характер зависимостей для всех опы-
тов одинаков (линейный), отличается лишь их 
наклон. Увеличение толщины стенки и темпе-
ратуры системы ведет росту коэффициента 
жесткости напряженного состояния. Причем, 
влияние температуры выражено более ярко. 
Например, при увеличении толщины стенки 
бандажа от 3 мм до 8 мм величина коэффици-
ента жесткости напряженного состояния воз-
растает на 14% (при 20°C), 26% (при 300°C) и 
57% (450°C). Величина степени деформации 
не оказывает существенного влияния на коэф-
фициент жесткости напряженного состояния. 

 
Заключение 

Разработана и численно реализована ими-
тационная модель для качественного и коли-
чественного описания пластического течения 
и распределения напряжений в процесс осадки 
цилиндрической заготовки в пластически де-
формируемом бандаже с кольцевыми проточ-
ками. Получены численные значения влияния 
технологических параметров процесса (темпе-
ратура и степень деформации) и геометриче-
ских параметров бандажа (толщина стенки) на 
изменение коэффициента жесткости напря-
женного состояния. Расчетным путем установ-
лено, что доминирующим фактором, оказыва-
ющим влияние на величину коэффициента 
жесткости напряженного состояния, является 
температура. Толщина стенки бандажа также 
оказывает влияние на величину коэффициента 
жесткости напряженного состояния. Однако 
при разной степени деформации влияние тол-
щины стенки бандажа, примерно, одинаково. 
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