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Диффузионное перемешивания жидкости 

Погорелова А.С. 

В работе рассматриваются вопросы выявления особенностей снижения надежности и состояния 
безопасности питьевой воды в системах водоснабжения, обусловленных изменениями гидродинамических 
параметров потока и бактериологических показателей воды в напорных водоводах, установление 
закономерностей изменения гидравлических и качественных показателей потока воды, разработка научно 
обоснованных предложений по созданию надежной и безопасной системы питьевого водоснабжения 
населения. Использование диффузионной теории позволяет создать гидравлические модели для 
установления среднего по живому сечению значения концентрации бактерий и давления воды вдоль 
водовода. Балансовые уравнения движения смеси способствуют оценке состояния питьевой воды в 
водоводе, а также разработке моделей регулирования характеристиками надежности и состоянием 
безопасности системы питьевого водоснабжения населенных пунктов. Нарушение гидродинамического и 
связанное с ним бактериологического режима потока воды в системе водоснабжение имеет особенность 
распространения по всей системе опасных для здоровья людей бактерий различного характера. 
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Diffusive mixing of liquids 

Pogorelova A.S. 

The paper addresses the issues of identifying the characteristic features, affecting the safety and security status of 
drinking water in water supply systems due to the changes in the hydrodynamic flow parameters and bacteriolog-
ical parameters of water in the pressure conduits, as well as indentifying variation trends in hydraulic and quality 
parameters of the water flow, the development of evidence-based ideas to create a safe and secure drinking water 
supply for the people. Diffusion theory application makes it possible to create hydraulic models to identify the 
average value for the living section of bacteria concentrations and water pressure along the conduit. Balance equa-
tions of mixture movement facilitate the assessment of drinking water status in the conduit, as well as specifying 
regulation models by means of characteristics of reliability and safety status of drinking water supply system of 
settlements. The failures in hydrodynamic and involved bacteriological water flow mode of the water supply sys-
tem can lead to spreading dangerous to human health bacteria of various kinds throughout the system. 

Keywords: diffusive mixing, water, phase, particle. 

 
Введение 

Одним из наиболее ценных природных бо-
гатств является вода. Сложившийся весьма су-
щественный дефицит водных ресурсов ещё 
более усугублялся их качественным истоще-
нием. Этот процесс весьма сложный и сопро-
вождается засолением и загрязнением поверх-
ностных и подземных вод.  

Повышение минерализации вод происхо-
дит за счет увеличения концентраций ионов 
магния, натрия сульфатов и хлоридов. По этим 

показателям, а также по общей жесткости, 
вода становится непригодной для использова-
ния в водоснабжении, а также и для орошения. 
Биологический вид загрязнения чаще связан с 
патогенными микробами и вирусами, норми-
рованная часть которых учитываются при вы-
боре источников централизованного хозяй-
ственно–питьевого водоснабжения. Между 
тем обеспечение населения безопасной питье-
вой водой и повышение надежности функцио-
нирования систем питьевого водоснабжения 
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возможны только при условии научно- 
обоснованной оценки состояния и разработки 
эффективных мер по совершенствованию 
функционирования систем питьевого водо-
снабжения. 

Цель работы: рассмотреть вопросы выявле-
ния особенностей снижения надежности и со-
стояния безопасности питьевой воды в систе-
мах водоснабжения, диффузионной теории. 
Создать гидравлические модели для установ-
ления среднего по живому сечению значения 
концентрации бактерий и давления воды 
вдоль водовода. 

 
Диффузионное перемешивание жидкости 

Для оценки состояния питьевой воды в си-
стемах питьевого водоснабжения, а также про-
гноза изменения ее качества возникает необ-
ходимость моделирования гидродинамиче-
ских процессов проявляющихся в системах во-
доподачи и водораспределения. При этом 
представляет наибольший интерес моделиро-
вание диффузионного перемешивания биоло-
гических субстанций в составе питьевой воды. 
Диффузионные процессы имеют практическое 
приложение во многих областях науки и тех-
ники. В случае, когда в объеме жидкости или 
газа существует частицы другого вещества, 
тогда в процессе движения будет происходить 
перенос вещества. Это происходит при неод-
нородности плотностей, давлений или темпе-
ратуры в выбранной области жидкости и газа. 
Перенос вещества в жидкости или газа назы-
ваются диффузией. Способностью диффузии 
обладают мельчайшие частицы среды, а также 
более крупные частицы среды. Процесс диф-
фузии в турбулентных потоках, а также в ла-
минарных потоках, подчиняется механизму 
конвективной диффузии частиц среды. Со-
гласно основного закона Фика диффузионный 
поток n –ной компоненты смеси пропорциона-
лен градиенту концентрации этого компо-
нента, взятом с обратным знаком. Mn масса ρn 
концентрация n–ой фазы смеси. 

𝑖𝑖𝑛𝑛 =  −𝜀𝜀𝑠𝑠
∂ρn
∂x

   или  𝑖𝑖𝑛𝑛 =  −𝜀𝜀𝑠𝑠∆𝑐𝑐𝑛𝑛. 

Выражение для установления количества 
массы переноса на единицу объема записы-
ваем, как: 

𝑀𝑀𝑛𝑛 =  −𝜀𝜀𝑠𝑠
∂ρn
∂x

, 

где in - интенсивность диффузионного по-
тока, εs- коэффициент турбулентной диффу-
зии, ρn- плотность массы. 

Определение коэффициента диффузии. В 
случае идеальной диффузии формула Ричард-
сона Колмогорова 

εs = 10,1𝑅𝑅0𝑢𝑢∗�
𝜏𝜏0
𝜌𝜌

, 

где u* - динамическая скорость смеси, u* =  

�
𝜏𝜏0
𝜌𝜌

. 

Динамическая скорость определяется с 
учетом потери напора: 

u* =  �ψ𝑉𝑉0
𝑅𝑅𝑅𝑅1−

𝜑𝜑
2

 � ψ
𝑅𝑅0
�
𝛾𝛾
, 

εs = 10,1𝑅𝑅0𝑢𝑢∗ = 10,1𝑅𝑅0
�ψ𝑉𝑉0

𝑅𝑅𝑅𝑅1−
𝜑𝜑
2

 � ψ
𝑅𝑅0
�
𝛾𝛾
 

теперь переводя в безразмерные величины 
имеем 

𝜀𝜀𝑠𝑠� =  𝜀𝜀𝑠𝑠
𝑅𝑅0𝑉𝑉0

=  10,1�ψ

𝑅𝑅𝑅𝑅1−
𝜑𝜑
2

 � ψ
𝑅𝑅0
�
𝛾𝛾
, 

где ψ - постоянная Кармана, численное значе-
ние которой зависит от числа Рейнольдса.  

Постоянная Кармана изменяется при пере-
ходе от одних точек к другим в пределах жи-
вого сечения; ϕ - показатель степени для сред-
ней скорости, значение которой зависит 
(1≤ϕ≤2) от режима движения потока воды. 

Для турбулентного ϕ =2, ламинарного ре-
жима движения ϕ =1. 

µ = С
η
𝑅𝑅𝑅𝑅 - динамическая вязкость жидкости, 

где С - const; η - энергия необходимая для 
скачка молекулы (энергия активизации моле-
кулы). 

γ = 0 показатель степени у расчетной вы-
соты выступов шероховатости. Таким обра-
зом, имеем: 
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Для гладких труб  𝜀𝜀𝑠𝑠� =  �ψ

𝑅𝑅𝑅𝑅1−
𝜑𝜑
2
 

Рейнольдсом установлено, что при лами-
нарном режиме ϕ = 1 и ψ = 8. Для ламинарной 
области течения напорных гладких трубах 

𝜀𝜀𝑠𝑠� =  �ψ
𝑅𝑅𝑅𝑅

 , а  для достаточно гладких труб ϕ = 

1,75. 
При турбулентном режиме в гладких тру-

бах имеет место зависимость Блазиуса ϕ = 1,75 
и ψ = 0,0395 

𝜀𝜀𝑠𝑠 =  
0,19874
𝑅𝑅𝑅𝑅0,125  �

ψ
𝑅𝑅0
�
𝛾𝛾
 

При движении дисперсной смеси (например, 
воды и примеси) в трубе при некотором вы-
бранном объеме, если отсутствует фазовое 
превращение реакции, то массовая доля каж-
дой фазы смеси, отнесенной к единице объема 
будет постоянной (хотя объем деформиру-
ется), так как в этот объем из вне примеси или 
вода не поступают и из нее не вытекают, тогда 
можно также написать: 𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ =  −𝜌𝜌𝑛𝑛𝜀𝜀𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑐𝑐𝑛𝑛 
[1]. 

Массовая доля n -ной фазы смеси в выбран-
ной части объема определяется равенством 
𝑀𝑀𝑛𝑛 =  ∫ 𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑 , где cn , ρni - объемная кон-
центрация и масса n -ой фазы смеси. 
 
 
  
 
 
 

Рис. 1. Схема для вывода уравнения диффузии. 
 

При наличии диффузионного потока спра-
ведливо равенство 𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ =  −𝜀𝜀𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑐𝑐𝑛𝑛, тогда из-
менения массовой доли в выбранном объеме 
определяются равенством  

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[∫𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑] =  +∫ 𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ 𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫𝑞𝑞𝑛𝑛����⃗ 𝑑𝑑𝑑𝑑, 

где 𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗  - интенсивность диффузионного потока, 
𝑞𝑞𝑛𝑛����⃗  - интенсивность потока термодиффузии. 

При непрерывности со своими производ-
ными функциями ρni, cn, 𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ , 𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ , 𝑞𝑞𝑛𝑛����⃗   уравнение 

можно написать в дифференциальной форме: 
∂(𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛)

∂𝑡𝑡
+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ + 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑞𝑞𝑛𝑛����⃗  , 

где 𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗  - вектор скорости n-ой фазы смеси.  
При отсутствии диффузионного и термо-

диффузионного переноса массы 𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ = 0, 𝑞𝑞𝑛𝑛����⃗ = 0 
имеем 

∂(𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛)
∂𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � = Jnk, 

где Jnk - масса, отнесенная к единице объема 
при фазовом превращении k-той фазы к n-ой. 
Здесь уместно равенство  Jnk = - Jkn 

Если отсутствует термодиффузионный пе-
ренос массы и фазовое превращение уравне-
ния диффузии примет вид: 

∂(𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛)
∂𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝚤𝚤𝑛𝑛���⃗ + 𝑞𝑞𝑛𝑛 

В случае, когда масса перенос в потоке ин-
тенсивное, то происходит интенсивное изме-
нение концентрации фаз частицы. При этом 
фаза смеси будет быстро перемещаться и по-
этому в этом случае количество массового пе-
реноса будет большим, чем диффузионные и 
термодиффузионные переносы масс [4]. Тогда 
уравнение сохранения массы (называемые 
уравнением неразрывности) записывается в 
виде: 

∂(𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛)
∂𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � = 𝐽𝐽𝑛𝑛 + 𝑞𝑞𝑛𝑛 

Предполагая отсутствие химико-биологи-
ческого переноса массы ( Jn = 0) уравнение 
напишется в виде: 

∂(𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛)
∂𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝜌𝜌𝑛𝑛𝑛𝑛𝑐𝑐𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � = 𝑞𝑞𝑛𝑛 

В рассматриваемом уравнении неизвест-
ными являются: сn - концентрация биологиче-
ской субстанции-бактерий, вектор скорости 
частиц -Vn, истинная плотность фаз - ρni. Для 
определения неизвестных параметров приме-
няется модель взаимопроникающих и взаимо-
действующих многофазных смесей:  

ρn
𝑑𝑑𝑉𝑉𝑛𝑛����
𝑑𝑑𝑑𝑑

=  −𝑓𝑓𝑛𝑛𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑓𝑓𝑛𝑛𝜇𝜇𝑛𝑛∆𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ + 

𝑘𝑘�𝑉𝑉𝑝𝑝���⃗ − 𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � + 𝜌𝜌𝑛𝑛𝐹𝐹𝑛𝑛���⃗ , 
где ρn = ρnicn - приведенная плотность n-ой 
фазы смеси.  
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На основе сжимаемости жидкости устанав-
ливается зависимость давления от изменения 
концентрации: Р=P(с). В зависимости от цели 
исследования и объекта среды, т.е. дисперсной 
смеси рассматриваются различные модели. 

Предположим, частицы фаз двигаются с по-
стоянной скоростью 𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ =const, каждая фаза 
смеси несжимаемы, тогда уравнения упроща-
ются. Уравнение неразрывности:  

∂сn
∂t

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑐𝑐𝑛𝑛𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ � = 𝑞𝑞𝑛𝑛 

при 𝑉𝑉𝑛𝑛���⃗ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, ∂𝑐𝑐𝑛𝑛
∂𝑡𝑡

= 𝑞𝑞𝑛𝑛. 

Предположим, что выравнивание концен-
трации происходит путем молекулярного пе-
реноса веществ в области водовода. Тогда про-
исходит диффузионный процесс перемешива-
ния и уравнение диффузионного перемешива-
ния записывается: 

∂𝑐𝑐𝑛𝑛
∂𝑡𝑡

+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝚥𝚥 + 𝜎𝜎𝜎𝜎 =  𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝚥𝚥 , 

где 𝚥𝚥 = с𝑉𝑉𝑟𝑟𝑒𝑒𝑟𝑟���⃗ + 𝑐𝑐𝑉𝑉0𝑒𝑒0���⃗ − (𝑐𝑐𝑉𝑉𝑧𝑧 + 𝜀𝜀𝑠𝑠
∂𝑐𝑐
∂𝑧𝑧

)𝑒𝑒𝑧𝑧���⃗  , 𝚤𝚤 =

𝑐𝑐𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘������⃗  𝑒𝑒𝑧𝑧����⃗ .  
Это уравнение является фундаментальным 

уравнением диффузионного движения смесей 
и описывает динамику изменения концентра-
ции различных примесей в жидкости, когда 
параметры движения фаз смесей принимаются 
осредненными по живому сечению потока [5]. 
Перенос биологической субстанции (основа 
биологической субстанции составляют бакте-
рии) в воздухе и в воде осуществляется движе-
нием потока воды (воздуха) с учетом их мел-
комасштабных флуктуаций. Осредненный по-
ток биологической субстанций, переносимых 
массами воды (воздуха), как правило, имеет 
адвективную и конвективную составляющие, 
а осредненные флуктуационные их движения 
можно интерпретировать как диффузию на 
фоне основного осредненного движения, свя-
занного с ним. Уравнение диффузионного пе-
ремешивания может быть также обобщено, 
так, если в процессе распространения часть 
биологической субстанции входит в реакции с 

внешней средой или распадается, то этот про-
цесс интерпретируется, как поглощение суб-
станции, тогда правая часть уравнения равня-
ется нулю [3]. Вместе с этим диффузионная 
теория может также учитывать динамику из-
менения биологических процессов, при этом 
важное значение имеет величина или характе-
ристика химико-биологического превращения 
конкретного типа бактерий.  

 Следует отметить, что согласно принятым 
требованиям для оценки безопасности питье-
вого водоснабжения контролируется только 
обобщенное определение о бактериальном за-
грязнении воды - общее количество бактерий 
и коли-индекс, что практически исключает ис-
пользование чисто биологических моделей 
для описания процесса движения бактерий в 
потоке воды.  Поэтому, для описания процес-
сов, где характерными являются общее коли-
чество бактерий, прибегают к гидравлическим 
моделям, где нет необходимости рассматри-
вать дифференциации бактерий по их биоло-
гическим свойствам. В гидравлических иссле-
дованиях наибольшее распространение полу-
чения движения смеси: воды и взвешенных 
наносов, отдельные положения этих исследо-
ваний также представляют интерес для рас-
смотрения движения смеси: воды и бактерий. 
Известно достаточно много исследований, по-
священных проблемам трансформации и пере-
мешиванию взвешенных твердых частиц в 
воде в процессе ее движения. Использование 
основных положений позволяет сделать вывод 
гидравлических уравнений для описания и 
управления процессами изменения осреднен-
ного значения концентраций бактерий по 
всему объему воды. Эти уравнения позволяют 
в достаточной степени описывать состояние 
безопасности централизованной системы пи-
тьевого водоснабжения городов [2]. 
 

Заключение 
Таким образом на основе теории диффузи-

онного перемешивания жидкости получены 
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гидравлические закономерности, описываю-
щие изменения осредненного по живому сече-
нию потока концентрации бактерий, измене-
ния давления воды с учетом изменения гид-
равлического сопротивления на трения. 
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