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УДК 62.752 

Вопросы построения математических моделей механических систем с 
динамическими гасителями колебаний методом сочленения звеньев 

Хоменко А.П.,  Елисеев С.В., Артюнин А.И. 

Предлагается обобщенная теория построения рычажных динамических гасителей колебаний в механиче-
ских системах, предназначенных для защиты машин и оборудования от вибраций и ударов. Показано, 
что желаемые эффекты могут быть получены путем формирования в системе соответствующих сочлене-
ний, приводящих к уменьшению числа степеней свободы движения системы. Рассматриваются возмож-
ности использования различных систем координат для описания динамических свойств систем с учетом 
расположения мест и способов закрепления элементов. Предлагаются приемы освобождения от некото-
рых координат относительного движения в предположении, что эти координаты могут стать равными 
нулю при определенных условиях. Такие упрощения формируют сочленения звеньев и образуют в 
структуре колебательной системы механизмы, которые могут существенно изменять динамические свой-
ства системы в целом. На основе таких подходов могут быть разработаны новые средства управления 
динамическим состоянием виброзащитных систем. Рассмотрен ряд примеров на основе вычислительного 
моделирования. 
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The issues of developing mathematical models of mechanical systems with dynamical 
absorbers through links coupling 
Khomenko A.P., Eliseev S.V., Artyunin A.I. 

The paper deals with a general theory of lever dynamical vibration absorbers in mechanical systems intended to 
protect machinery and equipment from vibration and stresses. Desirable effects will be achieved by making 
proper couplings between the system links which results in reducing the number of freedom degrees of the sys-
tem movement. Possibilities of using several systems of coordinates for describing the system dynamical proper-
ties depending on the element location and support are discussed. The paper considers the ways of eliminating 
some coordinates of relative movements provided they could be equal zero under specific conditions. Such ap-
proximations form link couplings and mechanisms in vibration system structure which can change the system 
dynamics. New means for controlling vibroprotection system dynamics could be developed. A number of exam-
ples are given based on mathematical modelling. 

Keywords: vibroprotection systems, dynamical absorbers, lever mechanisms. 
 

Введение 
Теоретические аспекты динамического 

гашения колебаний в механических системах 
достаточно хорошо изучены, что послужило 
толчком к инициативам по поиску и разра-
ботке новых способов и средств управления 
динамическим состоянием технических си-
стем в вибрационном окружении [1-4]. Одним 
из направлений в изучении возможностей ди-
намического гашения вибраций стало исполь-
зование в структурах колебательных систем 

специальных механизмов. Чаще всего, в этом 
плане, используются рычажные механизмы, 
принимающие в ряде случаев вид маятнико-
вых гасителей. Формы их конструктивно-
технической реализации стали приемлимыми 
не только в крутильно-колебательных систе-
мах [5], но и системах обычного вида, что  
может рассматриваться как одна из форм со-
членения, вводимых в механических колеба-
тельных системах с твердыми телами [6]. 
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В предлагаемой статье рассматривается 
подход, обеспечивающий возможности по-
строения математических моделей механиче-
ских систем с динамическими гасителями, 
которые могут быть построены путем неко-
торых формализованных приемов, связанных 
с преобразованиями координат. Задачей ис-
следования является уточнение некоторых 
методологических позиций и отработка тех-
нологии построения математических моделей 
в формах, обеспечивающих оценку динами-
ческих свойств систем на основе структурных 
схем методов, использующих передаточные 
функции. 

 

Общие положения 
Рассматривается обобщенная расчетная 

схема виброзащитной системы с четырьмя 
степенями свободы при кинематическом воз-
мущении со стороны основания ,, 21 zz  и 3z  
(рис. 1). Верхний каскад соединений (дина-
мический гаситель) предполагает опирание 
дополнительной массы гасителя 2m  на три 

упругих опоры с жесткостями 543 ,, kkk . На 
рис. 1 показаны точки крепления упругих эле-
ментов к твердым телам, что определяется зна-

чениями размерной цепи l1, l2, l3, l4, l5, l6. Систе-
ма совершает малые вертикальные колебания в 
предположении об отсутствии сил трения. 

Для расчетной схемы на рис. 1 характерно 
наличие некоторых особенностей в располо-
жении центров тяжести динамического гаси-
теля колебаний и объекта M, который опира-
ется также на три упругих опоры 2301 ,, kkk . 
Предполагается, что центры тяжести гасителя 
колебаний и объекта защиты находятся на 
одной вертикали. Для описания движения 
используются неподвижные системы коорди-
нат y1–y4, а также y0, φ, y00 и φ1 – соответ-
ственно координаты центров тяжести и углов 
поворота твердых тел M и M1. 

С учетом обозначений, приведенных на 
рис. 1, запишем выражения для кинетической 
и потенциальной энергий 
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Рис. 1. Расчетная схема виброзащитной системы с рычажным динамическим гасителем. 
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Для дальнейших расчетов введем ряд соот-
ношений: ,02
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Примем, что )()( 42414 clbyclayy +−−= . 
Преобразуем (1), (2) к виду: 
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Потенциальная (4) энергия может быть за-
писана также в виде: 
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Используя (3)-(5), запишем систему урав-
нений движения системы в виде 
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Коэффициенты системы уравнений (6)-(9) 
приведены в таблице 1. 

Структурная схема исходной системы 
приведена на рис. 2. Отметим, что связи меж-
ду парциальными системами 1y   и ,2y  также, 

как между парциальными системами 3y  и 4y , 
носят инерционно-упругий характер. На ча-
стотах 

,2
3354223302
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связи могут «обнуляться», что вносит свою 
специфику в систему динамического взаимо-
действия между парциальными блоками. 

Перекрестные связи между y1,y4 и y2,y4, а 
также y2,y3 носят упругий характер. Упругая 
перекрестная связь 32 yy −  при выполнении 
условия 

,02314 =− akbak    (12) 
может «обнуляться», что формирует соответ-
ствующие формы независимого движения 
парциальных систем. Влияние условий (10)-
(12) может проявляться и через их одновре-
менное или частичное совпадение. 
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Таблица 1  
Коэффициенты уравнений движения (6)-(9) в координатах y1,  y2,  y3,  y4 

11a  12a  13a  14a  

2
35

2
4

2
23

2
30

1
222 )(

akak
bkak

kpIcMa

++
+++

+++
 

3354223

30
22 )(

bakabkbak
abkpIcMab

++−
−−+  aakbk 1423 −−  3514 akabk −−  

21a  22a  23a  24a  

3354223

30
22 )(

bakabkbak
abkpIcMab

++−
−−+

 2
35

2
4

2
23

2
230

2
22 )(

bkbk
akbk

kIcMb

++
+++
+++

 
bakak 1423 −  3514 bkbbk −−  

31a  32a  33a  34a  

aakbk 1423 −−  bakak 1423 −  
2
143

2
1

22
11 )(

akk
pIcaM

++
++  

114

2
1

2
111 )(

bak
pcIbMa

+
+−  

41a  42a  43a  44a  

3514 akabk −−  3514 bkbbk −−  114
2

1
2

1111 )( bakpcIbaM +−
 

1
2

45

2
1

2
1

2
1 )(

bkk

pcIbM

++

++
 

1Q  2Q    

33011 azkzk +  33022 bzkzk +  0 0 
Примечание: 

clabbchla
ll

c
ll

l
b

ll
l

a
ll

c
ll

l
b

ll
l

a 3232
65

1
65

5
1

65

6
1

2121

1

21

2 ,,1,,,1,, +=−=
+

=
+

=
+

=
+

=
+

=
+

=  

1k

30k a

1z

3z
4 1 5 3k b a k a+

4 1 5 3k b b k b+

4 1 3 2k a b k a−2 2
30

3 2 2 4 5 3 3

( )Ic Mab p k ab
k a b k ab k a b

− + +

+ − −

2 2 2

2 2
1 2 30

2 2
3 2 5 3

1
( )Ma Ic p

k k a k a

k b k a

+ +

+ + + +

+ +

1y

2 2

30 3 2 2

4 5 3 3

( )Ic Mab p
k ab k a b
k ab k a b

− +
+ + −

− −

2 2 2

2 2
2 30 2 3 2

2 2
4 5 3

1
( )Mb Ic p

k k b k a

k b k b

+ +

+ + + +

+ +

2y

4 1 3 2k a b k a− 2 2 2
1 1 1

2
3 4 1

1
( )M a Ic p

k k a
+ +

+ +

3y

2
1 1 1 1 1
2

4 1 1

( )M a b I c
p k a b

− ×

× +
2 2 2

1 1 1 1
2

5 4 1

1
( )M b I c p

k k b
+ +

+ +

4y
2z

3z
2k

30k b

3 2 4 1k b k a a+

3 2 4 1k b k a a+

2 2
1 1 1 1 1

4 1 1

( )M a b I c p
k a b

− +

+

2
1 1 1 1 1
2

4 1 1

( )M a b I c
p k a b

− ×

× +

4 1 5 3k b a k a+

5 3 4 1k b k b b+

Рис. 2. Структурная схема обобщенной системы с динамическим гасителем колебаний общего вида.
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Передаточные функции системы при за-
данных значениях внешних кинематических 
воздействий лучше всего определять по пра-
вилам Крамера [7]. 

 

Введение сочленений между твердыми 
телами 

В зависимости от вида передаточной 
функции в системе (по рис. 2) может возник-
нуть в общем случае до трех режимов дина-
мического гашения. При возмущении со сто-
роны основания механическая система будет 
иметь амплитудно-частотную характеристику 
обычного вида [8]. Чтобы ввести сочленения, 
можно полагать, что k4 →∞, тогда расчетная 
схема на рис. 3 преобразуется к виду, как по-
казано на рис. 3а. При этом схема на рис. 3а 
соответствует сочленению между массами M 
и M1, а схема на рис. 3б является вариантом 
сочленения с основанием. 

Возможен и третий вариант, при котором в 
виброзащитной системе формируется два со-
членения (рис. 3в). Для сравнительного ана-
лиза возможностей изменения динамических 
свойств при введении сочленений рассмот-
рим несколько примеров. 

При первом варианте сочленения имеют 
место соотношения: 

,,, 202101000 φφ lyylyyyy +=−==             (13) 
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Запишем выражения для кинетической и 
потенциальной энергий в виде 
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Учтем ряд связей между координатами и 
параметрами 
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Рис. 3. Расчетная схема для виброзащитной 

системы с сочленениями:  

а – соответствует сочленению ∞→4k ;  

б – соответствует сочленению ∞→30k ;   

в – соответствует сочленениям ∞→4k  и 

∞→30k  одновременно. 

 
Преобразуем (14), (15) с учетом (13), (16) и 

найдем, что 
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В детализированной форме (17) запишется: 
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В свою очередь, потенциальная энергия 
определится в виде: 
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С учетом детализации (19) получим  
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где 
,,, 4141433434 clacclaclaclbbclaa +−+=−=+=

.414143 clbcclbclb −−−=  
Используя (18)-(20) и известные приемы 

составления уравнений движения [9], можно 
получить систему дифференциальных урав-
нений движения системы. В таблице 2 пред-

ставлены коэффициенты уравнений движения 
в системе координат y1, y2, y3 для случая, при-
веденного на рис. 3а. Для вывода уравнений 
используются выражения (17)-(20). 

Структурная схема системы (рис. 3а) при-
ведена на рис. 4. Особенностью системы яв-
ляется  наличие упруго-инерционных связей, 
которые объединяют в динамическом взаи-
модействии три парциальные системы. При 
определенных условиях связи между парци-
альными системами могут становиться рав-
ными нулю. В частности, если имеется: 

связь между парциальными системами y1, y2 

;
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связь между парциальными системами y1 и y3 
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При «обнулении» перекрестных связей си-
стема приобретает возможности движения, 
при котором парциальные системы не влияют 
друг на друга. Наибольший интерес пред-
ставляет ситуация, когда выражения (21)-(23) 
могут оказаться одновременно равными меж-
ду собой. Используя [7], найдем (при 

321 zzz == ), что 
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где −+−= 312312
2
2311332211 aaaaaaaaA  

−− 2
1233aa 2

1322322113 aaaaa −         (27) 
является характеристическим уравнением 
системы.
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Таблица 2  
Коэффициенты уравнений системы (рис. 3а) в системе координат y1, y2, y3 
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Примечание: в расчетах приняты следующие обозначения: 
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Рис. 4. Структурная схема системы с сочленением по варианту на рис. 3а.  
 

Из выражений  (24)-(27) с учетом данных 
из таблицы 2, можно определить частотные 
уравнения числителей соответствующих пе-
редаточных функций. Все уравнения в силу 
специфики коэффициентов таблицы 2 будут 
биквадратными, что позволяет по каждой из 
координат найти частоты динамического га-
шения. Такие выражения будут отличаться от 

(21)-(23), поскольку последние отражают 
лишь свойства взаимодействия между парци-
альными системами, тогда как (24)-(25) свя-
заны с представлениями об отсутствии пере-
мещений по выбранной  координате в режиме 
динамического гашения. В общем случае 
можно предполагать, что при определенном 
выборе параметров выполняются условия 
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012 =− yy , что соответствует некоторой 
форме самоорганизации движения при виб-
рациях основания, когда объект защиты со-
вершает колебания синхронно по координа-
там 1y  и 2y , а угловые колебания вокруг 
центра тяжести объекта отсутствуют. Отме-
тим, что все предполагаемые виды движений 
возможны лишь при очень малых силах со-
противления или их отсутствии. Если от си-
стемы координат y1, y2, y3  перейти к системе 
координат y1, φ и y3, то при одновременном 
выполнении условий 0,00 == φy , можно 
ожидать специфичного режима динамическо-
го гашения колебаний, при котором объект 
защиты, как плоское твердое тело будет 
находиться в неподвижном состоянии. Такой 
режим динамического гашения можно отне-
сти к специфичным формам самоорганизации 
движения. Особенности таких режимов рас-
смотрены в [10]. 

 

Особенности сочленений 
Введение сочленений приводит к умень-

шению общего числа степеней свободы по 
отношению к исходной системе (рис. 1); вме-
сте с тем, в виброзащитной системе могут 
появляться специфичные режимы динамиче-
ского взаимодействия её массоинерционных 
элементов. Рассмотрим вариант сочленений 
по схеме на рис. 3в. Запишем выражения для 
кинетической энергии: 
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Введем ряд соотношений 
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Выражение для потенциальной энергии 
системы имеет вид 
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Преобразуем (28) с учетом (23), (29) 
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Запишем (31) в развернутом виде 
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и сделаем ряд промежуточных выкладок, 

учитывая ).(,, 31
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3
3

1

3
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Преобразуем выражение (30) к виду: 
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Примем, что );( 31
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4
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l
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Тогда выражение (33) можно записать 
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Представим (34) в виде  
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Пусть ,321 aaab =−+  ,23 aab +−=  тогда 
(37) преобразуется: 
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С учетом (26), (32), (33), (36) уравнения 
движения можно представить в виде 
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Коэффициенты уравнений (37), (38) при-
ведены в таблице 3. 

Структурная схема системы по рис. 3в 
представляет собой эквивалентную в динами-
ческом отношении систему автоматического 
управления с двумя степенями свободы и 
имеет вид как показано на рис. 5. 

Парциальные системы 1 3,y y  в структур-

ной схеме на рис. 5 имеют инерционно-
упругую связь. При определенной частоте 

перекрестная связь может зануляться. При 
этом 
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 (39) 

В этом случае движения парциальных си-
стем (при отсутствии сил трения) будут неза-
висимыми. 

 

Детализация представлений 
При zzzz === 123 по координате 1y  

можно получить, что  ,2
212211

122221
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−
=  где  

−222111 ,, aaa коэффициенты из табл. 3. 
Запишем обобщенные силы в виде:  
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Тогда передаточная функция системы с 

учетом (39), (40)  по 1y определится 
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Раскроем числитель этого выражения, по-
лагая, что  
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является числителем (34). 

Таблица 3  
Коэффициенты уравнений (37), (38) в координатах y1, y3 
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Рис. 5. Структурная схема системы в координатах 1y , 3y по рис. 3в. 

 
Примем, что  
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                       13434 bbkakr +−=  
и преобразуем к виду: 
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или  окончательно 
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В общем случае в системе с учетом (41)-
(44)  имеется два режима динамического га-
шения, что определяет характерные признаки 
амплитудно-частотных характеристик. Ча-
стотное уравнение знаменателя передаточной 
функции или характеристическое уравнение 
системы имеет вид: 
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Примем в (45), что  
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После упрощения (46) получим 
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Используем соотношения: 
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тогда уравнение (42) примет вид 
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Если принять, что 4 1 2 3 0,l l l l− = то 
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Знак свободного члена частотного уравне-
ния знаменателя передаточной функции (49) 
также как в (28) определяет свойства устой-
чивости системы. Если ,01 =R  то система 
может совершать циклическое движение, что 
препятствует ее использованию в качестве 
виброзащитной системы. При 0<iR  характе-
ристическое  уравнение свидетельствует о 
неустойчивости системы. При 0>iR  систе-
ма, в общем случае, имеет две частоты соб-
ственных колебаний. В целом, система при 

0→p  имеет значение амплитудно-частотной 
характеристики (АЧХ): 
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При высоких частотах 
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Очевидно, что выражение (51) меньше 
единицы. На рис. 6 а, б представлено семей-
ство амплитудно-частотных характеристик 
системы при zzz == 21  и парамет-
рах:

),5(/500,/50,100 2
1

2 шагмкгIмкгIкгM −===

,7,0),5(1500 11 мlшагкгM =−= ,5,02 мl =
,3,0,4,0 43 мlмl == ,4,0,3,0 65 мlмl ==

,/1001 мНk = ,/120030 мНk =
,/15002 мНk = ,/2003 мНk =

,/3004 мНk = ./4005 мНk =  
Как следует из модельного примера выбор 

параметров системы может существенно из-
менять вид амплитудно-частотных характе-

ристик. Большое значение имеет очередность  
расположения режимов динамического гаше-
ния между частотами собственных колеба-
ний. 

На рис. 7 приведены различные формы 
амплитудно-частотных характеристик, кото-
рые допускаются варьированием значений 
основных параметров. Особенностью рас-
сматриваемой системы является возможность 
получения совместных или консолидирован-
ных режимов динамического гашения: 

,021 =− yy  а также ,00 =y 0=φ  для расчет-
ных схем с тремя степенями свободы. В этом 
случае динамический гаситель в виде твердо-
го тела, имеющего сочленение с объектом 
защиты, обладает возможностями реализации 
нескольких видов динамического гашения 
колебаний в зависимости от особенностей 
внешнего возмущения. 

При изменении величины массы и момен-
та инерции динамического гасителя происхо-
дит сдвиг частот собственных колебаний 
(первая частота собственных колебаний) в 
сторону меньших значений. Для системы ха-
рактерно наличие двух частот динамического 
гашения. Первая частота динамического га-
шения находится между двумя частотами 
собственных колебаний, вторая частота ди-
намического гашения находится за пределами 
второй (более высокой) частоты собственных 
колебаний. При дальнейшем увеличении ча-
стоты внешнего воздействия частота запира-
ется. 

Изменение параметров системы обладает 
потенциалом широкого изменения динамиче-
ских свойств. При уменьшении жесткости 
пружин крепления динамического гасителя 

43 , kk  амплитудно-частотные характеристики 
принимают вид, соответствующий иному 
расположению частот динамического гаше-
ния. 
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а) 

 
б) 

 
Рис. 6. Амплитудно-частотные характеристики системы:  

а) частоты динамического гашения располагаются между резонансными частотами;  
б) случай нарушения очередности расположения частот динамического гашения. 
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Рис. 7. Виды амплитудно-частотных характеристик системы при различных соотношениях 

параметров (значения параметров приведены на поле рисунка). 
 

Заключение 
Динамический гаситель колебаний, за-

крепляемый на объекте защиты с помощью 
шарнира, называемый Г-образным, может 
быть получен из механической колебательной 
системы общего вида. Такая исходная систе-
ма имеет четыре степени свободы и содержит 
упругие и массоинерционные элементы, дви-
жение которых может быть описано в не-
скольких системах координат. Используя 
подходы, основанные на выборе относитель-
ных координат движения точек, в дальней-
шем составляющих кинематическую пару, 
можно упростить исходную систему и полу-
чить, в частности, математическую модель 
системы с двумя степенями свободы. Обоб-
щенный подход к построению математиче-
ских моделей с динамическими гасителями 

колебаний позволяет найти условия реализа-
ции ряда специфичных режимов, в которых 
объект защиты может изменять свое динами-
ческое состояние в нужном направлении, что 
может быть обеспечено соответствующим 
выбором изменяемых параметров системы. 
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