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УДК 621:534; 833 

Возможности влияния внешних воздействий на приведенную жесткость системы  

Елисеев С.В., Кашуба В.Б., Большаков Р.С. 

Рассматривается способ изменения динамического состояния виброзащитных систем через введение до-

полнительных силовых воздействий, которые находятся в определенных связях с известным внешним 

возмущением. Показано, что такой способ соответствует одной из форм автоматического управления 

состоянием по возмущению. Ключевым моментом в формировании предлагаемого подхода является 

наличие двух (как минимум) внешних воздействий, по отношению к которым предполагается возмож-

ность установления функциональной связи. Рассматривается простейшая форма связи в виде постоянно-

го коэффициента между аплитудными значениями внешних сил. При этом принимается во внимание 

знак коэффициента. Показаны возможности изменения приведенных жесткостей системы, то есть изме-

нения ее параметров при различных коэффициентах связей. Процессы влияния на состояние системы 

связаны с возможностями изменения частот собственных колебаний, режимов динамического гашения и др. 

Ключевые слова: виброзащитная система, управление по возмущению, динамическое гашение колебаний. 

 

Введение 

При разработке способов и средств 

уменьшения действия вибраций в отдельных 

узлах машин и оборудования часто исполь-

зуются динамические гасители колебаний, 

представляющие собой инерционные элемен-

ты, присоединенные с помощью упругих свя-

зей [1,2]. В последние годы большое внима-

ние уделяется развитию структурных подхо-

дов, опирающихся на идеи автоматического 

регулирования[3,4]. Вместе с тем, существу-

ют и другие подходы, в рамках которых  мо-

гут разрабатываться способы и средства из-

менения динамического состояния объекта 

защиты. В частности виброзащитная система, 

если она имеет несколько степеней свободы, 

может быть подвержена действию несколь-

ких внешних факторов. Если частоты внеш-

них возмущений совпадают, то одним из пу-

тей рационального проектирования виброза-

щиты могло бы стать управление суммарны-

ми силовыми параметрами или групповыми 

свойствами, что предполагает введение до-

полнительных внешних сил с целью построе-

ния некоторой системы сил,  обладающих 

определенными свойствами [5].  

 

I. Общие положения. Постановка задачи 

исследования. 

Рассмотривается виброзащитная система с 

двумя степенями свободы (рис. 1а), состоя-

щая из объекта массой 1m , динамического 

гасителя 2m , упругих элементов  321 ,, kkk  и 

двух внешних сил 1Q  и 2Q . Внешние гармо-

нические силы связаны между собой соотно-

шением 12 QQ  , где   может изменяться в 

пределах   , проходя через нулевое 

значение. Цель статьи заключается в созда-

нии методологических основ оценки динами-

ческих свойств виброзащитных систем с воз-

можностями изменения состояния объекта 

защиты при совокупном действии нескольких 

возмущающих факторов, которые имеют 

между собой определенные функциональные 

связи. Запишем выражение для кинетической 

и потенциальной энергий системы 
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и получим систему дифференциальных урав-

нений, которая может быть записана в виде 

,122121111 Qykykykym   (1) 

.212232222 Qykykykym   (2)
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Рис. 1. Расчетная (а) и структурная (б) схемы виброзащитной системы. 

 

Структурная  схема эквивалентной в ди-

намическом отношении системы автоматиче-

ского управления  имеет вид, как показано на 

рис. 1 б. 

Запишем формулы для определения коор-

динат 1y  и 2y [5]: 
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где 22211211 ,,, aaaa  определяются из (1), (2) и 

представлены в табл. 1. 

 

Таблица 1. Коэффициенты уравнений 

движения в системе координат 21 , yy  

11a  12a  
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Примечание: 1Q  и 2Q обобщенные силы, 

приложенные соответственно к элементам 

системы с массами 1m  и 2m . 
 

 

II. Оценка динамических свойств 

Передаточная функция по координате 1y  в 

соответствии со схемой на рис. 2 имеет вид: 
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где   jp комплексная переменная [6]. 

Режим динамического гашения по коорди-

нате 1y  можно найти из числителя (3): 
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Найдем критическое значение,  при кото-

ром 02 дин : 
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то есть  при значении кр  режим динамиче-

ского гашения не реализуется. Если кр  , 

то режим динамического гашения возможен: 

при кр   имеем 02 дин ; при  кр

числитель (3) имеет отрицательное значение. 

Найдем приведенную жесткость системы 

по координате 1y : 
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Если кр  , то приведенная жесткость 

npk  будет  . Физически это означает, что 

точка 
1y  при действии силы 1Q  не смещается 

(происходит уравновешивание сил 1Q  и 2Q ), 

но относительно этого положения возможны 

колебания. Однако амплитудно-частотная 

характеристика будет иметь специфичный 

вид, поскольку передаточная функция (5) из-

менится 
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Амплитудно-частотная характеристика си-

стемы в этом случае начинается с 0, а на вы-

соких частотах – также стремится к 0. Если 

npk  будет меньше нуля, то передаточная 

функция системы примет вид 
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              (10) 

где  b некоторая величина, крb  . От-

рицательный знак приведенной жесткости 

1npk  не означает потери устойчивости, также 

как бесконечно большое ее значение при 

кр  . В данном  случае происходит пере-

распределение направлений движения по ко-

ординатам, точнее их смещения под действи-

ем сил и формирования нового положения 

равновесия, относительно которого происхо-

дит колебания, вызванные периодическими 

силами 1Q , 2Q . 

Аналогичным образом может быть рас-

смотрено и движение по координате  2y , для 

которой по формуле Крамера [6] 

,
2
122211

112121
2

aaa

aQaQ
y




   (11) 

откуда  передаточная функция системы 

при входе 1Q  и выходе 2y  принимает вид 
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а частота динамического гашения по коорди-

нате 2y  определится 

.
)1(

1

122
2

m

kk
дин







                (13) 

Критическое значение   для данного слу-

чая составляет  
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Таким образом, приведенная жесткость по 

координате 2y  имеет вид: 
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Из выражения (12) следует, что частоты соб-

ственных колебаний системы не зависят от 

параметра  . Однако, величина частоты ди-

намического гашения колебаний зависит от 

 . При  кр частота динамического га-

шения будет равна нулю, при изменениях   

в пределах    график изменения 

2
дин  показан на рис. 2.  

2
дин

1зона
3зона

2зона

m

kk 21 

m

kk 21 

 кр 

Рис. 2. График зависимости частоты 

динамического гашения  2
дин  от величины  . 

 

Отметим, что частота динамического 

гашения изменяется в соответствии со 

значением   и может находиться в пределах 

трёх зон: вторая зона соответствует 

отрицательным значениям квадрата частоты, 

что не представляет физического интереса; 

первая и третья зоны дают положительные 

значения частот, форм амплитудно-частотных 

характеристик  A , как показано на рис. 3.
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Рис. 3. Семейство амплитудно-частотных характеристик системы (АЧХ) при различных значениях  :  

а) кривая I – АЧХ системы в общем виде с режимом динамического гашения между двумя резонансами 

(точка 3); кривая II - соответствует зависимости 2

дин  от параметра  ;  

б) АЧХ соответствует случаю, характеризуемому точкой 1 на кривой II;  

в) случай, когда АЧХ соответствует точке 2, при которой 2 2

1дин соб  ;  г) случай, когда 2 2

2дин соб  ;  

д) случай, соответствующий точке 5 на кривой II ( 2 2

2дин соб  );  

е) случай, когда кр  , при котором на АЧХ нет режима динамического гашения. 

 

При частоте внешних воздействий, соот-

ветствующих 0p , начальное значение 

)(A , то есть коэффициент передачи ампли-

туды колебаний будет зависеть от  , при 

этом )()( pWA  . 

Наличие взаимной связи между силами 

возмущения и управляющей силой, фаза ко-

торой может быть настраиваемой, создают 

эффекты изменения приведенной жесткости 

системы или приведенной массы. Такой спо-

соб настройки системы для защиты объекта 

соответствует в рамках структурной теории 

виброзащитных систем [1] способу управле-

ния по возмущающей силе. В этом случае 

настроечный параметр затрагивает только 

числитель передаточной функции и не влияет 

на величину частот собственных колебаний. 

Таким образом, в системе с двумя степе-

нями свободы при определении частоты ди-

намического гашения и формировании ам-

плитудно-частотных характеристик появляет-

ся настроечный  параметр  , который может 

изменяться в достаточно больших пределах. 

Приведенная жесткость при наличии си-

стемы внешних сил дает представление о 

смещении по координате в предположении, 
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что в этой точке приложена обобщенная сила. 

Такая сила заменяет собой действие исходной 

системы возмущения, но при такой силе име-

ется соответствующий коэффициент, который 

учитывает характер распределения сил. Если 

npk , а податливость в данной точке 

стремится 0 , то это свидетельствует о 

формировании положения равновесия, отно-

сительно которого могут формироваться ко-

лебания объекта рассмотрения. Знак (-) или 

(+) в значении 
1npk  характеризует движение в 

том или ином направлении от состояния рав-

новесия. 
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С учетом (3), (4) запишем, что 
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То есть режимы динамического гашения 

зависят от  системы внешних сил. Если один 

из силовых факторов считать внешним воз-

мущением, то второй силовой фактор можно 

рассматривать как управляемую силу, вводи-

мую для изменения динамического состоя-

ния. Контроль за характером изменения со-

стояния можно вести по значению npk . Знак 

и величина npk  определяют вид АЧХ. При 

npk , что может определяться значением 

кр , АЧХ начинается с нуля. 

Если кр  , то режима динамического 

гашения по рассматриваемой координате нет. 
 

III. Учет особенностей внешних 

возмущений 

Рассмотрим случай, когда система внеш-

них возмущений имеет силовые и кинемати-

ческие компоненты. 

Пусть 12 zz  , что вполне допустимо, за-

пишем 13221111 , zkQQzkQQ  , а 

также 12 QQ  или   

;, 13121111 zkQQzkQQ    
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то есть систему  внешних воздействий 

zQQ ,, 21  можно привести к одному кинема-

тическому возмущению 1z , но надо ввести 

параметры 
2

1

2

1 ,
Q

Q

z

z
  . Нужно еще один 

параметр – условную пружину, жесткость 

которой будет равна 0
1

1 k
z

Q
 , тогда  

)(),( 30121011  kkzQkkzQ  .  (24) 

Если сила 1Q  прикладывается к телу мас-

сой 1m  и одновременно с этим появляется 

сила 2Q  той же частоты и начинает действо-

вать по координате 2y , будучи приложена к 

массе 2m , то можно говорить о групповом 

эффекте. Сила 1Q  подчиняет себе или ставит 

в управление себе силу 2Q . При этом 

12 QQ  . В системе происходят изменения. 

АЧХ изменяется таким образом, как будто бы 

изменяется жесткость пружины 2k . Это из-
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менение жесткости определяется параметром 

 , который может иметь отрицательное и 

положительное значения, проходя через нуль. 

То есть если 0 , то групповое взаимодей-

ствие системы внешних сил проявляет себя 

как введение в систему  пружины с соответ-

ствующей жесткостью. Вопрос заключается в 

том, может ли быть такая ситуация реализо-

вана. Можно положительно ответить на такой 

вопрос. Если 
1Q  приложено к массе 

1m  как 

одна из сторон взаимодействия, вызванного 

помещением электродинамического вибрато-

ра между 1m  и 2m , то 1  в соответствии 

с законами механики (действие равно проти-

водействию). Однако ситуация более универ-

сальная может быть предложена на основе 

использования двух пар инерционных возбу-

дителей. В принципе, подход может быть 

распространен и на систему с несколькими 

степенями свободы. Но суть остается одина-

ковой – связи между силами эквивалентны по 

физическому эффекту. 

Таким образом, 

)1()1(
0

1

1

11
11111

k

k
Q

Q

zk
QzkQQ     (25) 

Если 0
1

1 k
z

Q
 , то  



























0

3
1

1

13
12

k

k
Q

Q

zk
QQ





 .    (26) 

Тогда передаточные функции системы 

определяются 
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То есть при возмущении 1Q  и установле-

нии связей с остальными силовыми фактора-

ми возможны режимы динамического гаше-

ния. Отметим, что в выражение для опреде-

ления частот динамического гашения входят 

и параметры дополнительно вводимых 

управляющих сил. В физическом смысле эти 

силы реализуются  как дополнительные упру-

гие элементы, то есть вводимые силы изме-

няют упругие свойства системы. Подходы, 

основанные на введении дополнительных 

сил, управляемых таким образом, чтобы из-

менять некоторые динамические свойства 

системы, можно рассматривать как реализа-

цию принципа управления состоянием систе-

мы по возмущающему воздействию [7]. Ха-

рактерным признаком такого управления яв-

ляется возможность изменять только числи-

тель передаточной функции. 

 

Заключение 

Таким образом, при действии на систему 

нескольких внешних сил при наличии между 

ними определенных связей, например, по ве-

личинам амплитуд возмущений, а также не-

которых фазовых соотношениях, система 

приобретает ряд признаков, которые можно 

отнести к возможностям реализации принци-

па управления по возмущению. 
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Approach of change of dynamical condition of vibroprotection systems through  introduction of additional con-

nection force influence are considered. Such approach accordances to form of  automatical control by force of 

influence. Key moment in formation of offering method is presence two (at least) external influences in relation 

which are supposed installation possibility of function tie. Usually form of tie are considered in the form con-

stant coefficient between amplitude meaning of external influences. Sign of coefficient is taken into account. 

Change coerced rigidities possibilities are shown that is change her parameters at different coefficients of tie. 

Influence processes on state ties of systems related to change frequencies own oscillations possibilities, dynam-

ical absorbtion regimes and other. 

Keywords: vibroprotection system, control to the influence, dynamical absorbtion of oscillations 
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